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第 5讲 平面向量的应用

1.
2 1
3 3
a b
 

；2. (-2,-1)；3.
5 , 3
2

   
 

；4. 1；5.
1

1 1
a b

 


 

 
；6. 3；

7. 3；8.
1
3

a b 
 

；9.
4
3
；10. 6；11. 4:5；12. ①；

13. A；14. B；15. B；16. C；

17.(1)
4
   ；(2)

max
2 1a b  

 
；

18.(1)设 ,OA BC OB CA 
   

，可证 0OC BA 
 

；(2)OG:GH=1:2

19.可设单位圆上的点    cos ,sin , cos ,sinA B    ，夹角

 cos cos cos sin sinOA OB
OA OB

     
   



 
 

20.等边三角形.

21. 2 2
1 1 2 2 0ax bx c ax bx c     

      
，得    1 2 1 2 0x x x x a b     

  
，由于 ,a b

 
不平行，因此

1 2x x .

第 6讲 平面向量单元小结

例 1.解:  cos sin 2,cos sinm n        
 

 2 2cos sin 2 (cos sin )m n         
 

= 2 1 cos
4
   

 

由已知
8 2 ,
5

m n 
 

,得
7cos

4 25
   

 
又 2 16cos ( )

2 8 25
 
    ,2  


5 9
8 2 8 8
   
    cos 0

2 8
    
 


4cos

2 8 5
     
 

例 2解：由已知|a|=|b|=1，a与 b的夹角α为 60°,得 a·b=|a||b|cosα=
2
1
。

要计算 x与 y的夹角θ，需求出|x|,|y|,x·y的值，

∵|x|2=x2=(2a－b)2=4a2－4a·b+b2=4－4×
2
1
+1=3，

|y|2=y2=(3b－a)2=9b2－6b·a+a2=9－6×
2
1
+1=7.
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x·y=(2a－b)·(3b－a)=6a·b－2a2－3b2+a·b =7a·b－2a2－3b2 =7×
2
1
－2－3=－

2
3
，

又∵x·y=|x||y|cosθ，即－
2
3
= 3× 7 cosθ，∴cosθ=－

14
21

，θ=π－arccos
14
21

。

例 3解：设 AOC   OC OA x OA OA yOB OA

OC OB x OA OB yOB OB

      


     

     

      ，即
cos 0.5

cos(120 ) 0.5

x y
x y





 


  


∴

02[cos cos(120 )] cos 3 sin 2sin( ) 2
6

x y             

例 4解：（Ⅰ） bkabak  3 两边平方，得
22 ||3|| bkabak  ，

即
k

bkakba
8

)13()3(
2222 

 ),sin,(cos),sin,(cos   ba

.1,1 22  ba .
4

12

k
kba 



(2) ,0)1(,0 2  kk 从 而
2
1

4
2

4
1,21

2
2 




k
k

k
kkk , ∴ ba  的 最 小 值 为

2
1

, 此 时

2
1

||||
cos 






ba
ba ,  60 ,即a与b夹角为 60 .

例 5解：
1 1 1= sin ( - )= sin ( - )= tan
2 2 cos 2

OF FQS FO FQ     


  

∴1< tan < 3 ∴ < <
4 3
 

例 6解 (1)∵ 8BAC x AC AB   
 
， ，4 4 3S  ， 又

1 sin
2

S bc x ，

∴ cos 8 4 tanbc x S x ， ，即 1 tan 3x  ． ∴所求的 x的取值范围是
4 3

x 
  .

(2)∵
4 3

x 
  ， 2 2( ) 2 3 sin ( ) 2cos 3

4
f x x x

   

3 sin 2 cos 2 1

2sin(2 ) 1
6

x x

x 
  

   ，
∴
2 52
3 6 6

x  
   ，

1 3sin(2 )
2 6 2

x 
   ，

∴ min max( ) ( ) 2 ( ) ( ) 3 1
3 4

f x f f x f 
    ， .

课后练习

1.
4


；2. 钝角；3. 3；4. 10；5. 2 ；6.
3
3

；
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7.
11| | 4 2,| | 2 10,
5

BC AD t   
 

；8.
2

min
5( ) , 2, 3

2
t tk f t t k
t
 

     


；9. -2；10. 29 ；

11. C. 12. D; 13. B; 14. A; 15. C; 16. D; 17. C; 18. C; 19. B; 20. C; 21. C; 22. B;

23. (1,5); 25. 5
2
; 26. 6; 27. -25; 28. -4; 29. 65

5
; 30. (1

2
, 3

2
); 31. [-6,2]; 32. ( 2, 2)或(− 2, − 2).

第 8讲 矩阵

典型例题：1: 









11
11

；2. 解: 







 2157
1104

；3. 解: 23 ；

4.

解

5解: 将两种商品的销量用矩阵表示记作
120 100 115
70 75 70

 
 
 

, 期中第一二行分别表示甲和乙，两种商

品的售价用矩阵表示为

10 22
11 21
10 20

 
 
 
 
 

,则  
10 22

120 100 115
11 21 2740 2675 2550

70 75 70
10 20

 
       

 

，三个月的销

售额分别为 2740, 2675, 2550.

1.(1)

4 3 5
7 2 4
5 2 3 8

x y z
x y z
x y z

  
   
   

；(2)

32
43
7
43
66
43

x

y

z

 

 

  

2.

0
2

7

x
y
z


  
 

3(1)
4 5 0
3 7 4

 
    

；(2)
11 14 2
6 17 10

 
   

4. 2, 6, 2, 4a b x y      ，
2 2
4 14

A  
   

5.(1)
2 3 1
4 1 6
 
  

；(2)

1 2 3 2
1 3 2 5
2 1 1 3

  
  
   

1
5
 
 
 
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6.(1)
2 3 5

2 4
x y
x y
  

  
（2）

2 2
3 2 1
3 2 3

x y
y z
x z

 
  
   

7. 14AB  ；

1
1
1

BA
 
   
 
 

第 9讲 行列式

1. -82；2. 2m  ；

3.(1)0；(2)无解时，
2
3

q   ；(3)无穷多解时，
2
3

q   ；

4. -6；5. 1 2 或 ；6. 2x  或 1 ；

7.(1) 1, 2,3m    ；(2) 1 3m   或 ；(3) 2m   .

第 10讲 等差数列与等比数列的复习

1. 85；

2. 2 2
4 2 10 5 2a a q q q     

3. 4 7 3 8 3 8 512a a a a a a    ，由 3 8 124a a  ，得
3

8

128
4

a
a


  
或

3

8

4
128

a
a
 

 
， 2

10 8 1a a q   ，

2
10 8 512a a q 

4.根据
2

1 9 2 8 3 7 4 6 5a a a a a a a a a    ，得
9

1 2 3 4 9 5... 512a a a a a a 

5. 3 3
3 2 3n n

na a q     ，
3 3

3 2 3n n
na a q    

；

6.可得数列为
4
1
，

4
3
，

4
5
，

4
7
，∴|m－n|=

2
1
，选 C.

7.
1

1 1 1( 1) 2( 1) 2 1
1 1 1 0n

n d n n
a a

       
  

，
11

2 1na n
  



8.依题意可得 na 是等差数列，
2 44
3 3na n   ，代入不等式，可得
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2 44 2 40( )( ) 0
3 3 3 3
n n     解得 20 22n  ， 21n 

9.由
cba
1,1,1 成等差数列，有

1 1 2 2 ( ) 2ba bc ac b a c ac
a c b
       

2 2 2 2 2 22 ( ) 2( ) 2( )
( )

b c a b c bc a ba c ac a c a c a c a
a c ac ac ac b a c b
         

      


c
ba

b
ca

a
cb  ,, 也成等差数列.

10. 2 1 4nS n   2×（2n－1）－4n＝－2，故选 A

11.由互不相等的实数 , ,a b c成等差数列可设 a＝b－d，c＝b＋d，由 3 10a b c   可得 b＝2，所以

a＝2－d，c＝2＋d，又 , ,c a b成等比数列可得 d＝6，所以 a＝－4，选 D

12.根据 ( )p qa a p q d   ，有 ( )q p p q d   ，所以 1d   ， ( 1) 0p q pa a qd q q       

13. 17；

14. 2log 5

15. ±270；

16. 12 3n

17. 113 ( )
3

n

18. ±2；

19. 12 ( 2)n 或
1232 ( )

2
n ；

20. 12n 或 114 ( )
2

n

21. B；

22. D；

23. A；

24. B；

25.（1）略；（2）-192；

26.
1( 1)
2 2( 2)n

n
a

n n


   

27. -5
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28.
7
6

29. 180

30.不是

31.
2

9 8n

32.
2

8 7n 

33.
2
1n 

第 11讲 求数列通项公式的方法

1.
1

11
)1(

11
21 







 nnnnnn
aa nn ；

)()()()( 1342312  nn aaaaaaaa

)1
1

1()
4
1

3
1()

3
1

2
1()

2
11(

nn



 所以

n
aan

111 

2
1

1 a ，
nn

an
1

2
311

2
1



2.已知等式可化为：   0)1()( 11   nnnn naanaa

 0na ( *Nn ) (n+1) 01  nn naa , 即
1

1




n
n

a
a

n

n  2n 时，
n
n

a
a

n

n 1

1






 1
1

2

2

1

1

a
a
a

a
a

a
a

a
n

n

n

n
n 







 = 1
2
1

1
21






 

n
n

n
n

=
n
1
.

3.由 ,
2
1

2
1

1  nn aa 得 )1(
2
111  nn aa ，所以数列 }1{ na 构成以 111 a 为首项，以

2
1
为

公比的等比数列，所以
1)

2
1(1  n

na ,即 1)
2
1( 1  n

na .

4.已知 2
321 naaaa n  ，则令 1n n  ，得到 2

1 2 3 1 ( 1)na a a a n   ，作商得
2

2( 1)n
na
n




，即：

2

2

1, ( 1)

, ( 2)
( 1)

n

n
a n n

n


   

，所以  53 aa 61
16
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5.取倒数： 


211

1nn aa
211

1


nn aa

.
34

2
2
322)1(11

1






n
a

nn
aa

n

n

6.  1
12 2 2n

n na a n
   1

12 2nn na a 
   ，两边同除以2n得 1

1 2
2 2
n n
n n

a a 
 

2
n
n

a  
 

是以 1

2
a

=1

为首项，2为公差的等差数列。  1 1 2 2 1
2
n
n

a n n       ，即  2 2 1n
na n  .

7.证明： 故,3 1
1


  n
nn aa 112211 )()()( aaaaaaaa nnnnn   

= .
2
131333 21 

 
n

nn  
2
13 


n

na .

8. 12  nn

9.
n

an
12 

10. 32 1  n
na

11.
3

3 1

n

n n

na 


12.（1） 1
1 1
2 2n n na a   .（2） 12n n

na 

13.(1) nn
na 24 

(2)将 nn
na 24  代入①得 Sn=

4
3
×(4n－2n)－1

3
×2n+1 + 2

3
= 1
3
×(2n+1－1)(2n+1－2)

= 2
3
×(2n+1－1)(2n－1) Tn= 2

n

Sn
= 3
2
× 2n

(2n+1－1)(2n－1)
= 3
2
×( 1
2n－1

－
1

2n+1－1
)

所以,
1

n

i
i
T


 = 3

2 1
(

n

i
 1

2i－1
－

1
2i+1－1

) = 3
2
×( 1
21－1

－
1

2i+1－1
) < 3

2

14. nn
n
n

n
ba )

3
1(2)

2
1(3

2


15.



















.,)
2
1(34

,,)
2
1(34

1

1

为偶数

为奇数

n

n
a

n

n

n
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16.
n

na


2222

17. 2 112 2 ( )
2

n

n na b    

18.因  nn ba   )2(
3
1

11 nn ba )2(
3
1

11   nn ba 11   nn ba

所以  nn ba 11   nn ba 1112222   bababa nn

即 1 nn ba （1）又因为  nn ba   )2(
3
1

11 nn ba )2(
3
1

11   nn ba )(
3
1

11   nn ba

所以  nn ba )(
3
1

11   nn ba   ))
3
1( 22

2
nn ba …… )()

3
1( 11

1 ban  

1)
3
1(  n .即  nn ba 1)

3
1(  n （2）由（1）、（2）得： ])

3
1(1[

2
1 1 n

na ， ])
3
1(1[

2
1 1 n

nb

第 12讲 求数列的前 n项和的方法

例 1思路分析：通过分组，直接用公式求和。

解：① )110(
9
11010101111 2  kk

k
ka 

个

])101010[(
9
1)]110()110()110[(

9
1 22 nS nn

n  

81
10910]

9
)110(10[

9
1 1 





 nn
nn

② )21()21()21( 2
2

4
4

2
2  n

n
n x

x
x

x
x

xS 

n
xxx

xxx n
n 2)111()( 242

242  

（1）当 1x 时， n
xx
xxn

x
xx

x
xxS n

nnnn

n 2
)1(

)1)(1(2
1

)1(
1
)1(

22

222

2

22

2

22





















（2）当 nSx n 4,1  时

③ kkkkkkkkkkak 2
3

2
5

2
)]23()12[()]1()12[()12(2)12( 2 


 

2
)1(

2
3

6
)12)(1(

2
5)21(

2
3)21(

2
5 222

21






nnnnnnnaaaS nn 
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)25)(1(
6
1

 nnn

总结：运用等比数列前 n项和公式时，要注意公比 11  qq 或 讨论。

例 2思路分析：已知数列各项是等差数列 1，3，5，…2n-1与等比数列
120 ,,,, naaaa  对应项积，

可用错位相减法求和.

解：  1)12(531 12  n
n anaaS   2)12(53 32 n

n anaaaaS  

    nn
n anaaaaSa )12(22221)1(:21 132  

当
n

n

n n
a
aaSaa )12(
)1(

)1(21)1(,1 2

1








时 2

1

)1(
)12()12(1

a
ananaS
nn

n 





当
2,1 nSa n  时

例 3思路分析:分式求和可用裂项相消法求和.

解: )
12

1
12

1(
2
11

)12)(12(
11

)12)(12(
11)2(

)12)(12(
)2( 22

















kkkkkk

k
kk

kak

12
)1(2)

12
11(

2
1)]

12
1

12
1()

5
1

3
1()

3
11[(

2
1

21 












n
nn

n
n

nn
naaaS nn 

练习答案



















)1(

)1(
)1()1(

)1(
2

)1(

2 a
aa

anaa

ann

S
n

nn

例 4思路分析：由
mn

n
m
n CC  可用倒序相加法求和。

证：令 )1()12(53 210 n
nnnnn CnCCCS  

则 )2(35)12()12( 0121
nnn

n
n

n
nn CCCCnCnS    mn

n
m
n CC 

n
nnnnn CnCnCnCnS )22()22()22()22(2:)2()1( 210  有

nn
nnnnn nCCCCnS 2)1(])[1( 210   ，等式成立.

例 5思路分析：
n

n na )1(22  ，通过分组，对 n分奇偶讨论求和。

解：
n

n na )1(22  ，若 



m

k

k
mn mSSmn

2

1
2 )1(2)2321(2,2 则
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)1(2)12()2321(2  nnmmmSn 

若

)12(22)12(])1(2[22)12(,12 2
2212   mmmmmmaSSSmn m
mmmn则

22)1()1(224 222  nnnnmm









)(2
)()1(

2 为正奇数

为正偶数

nnn
nnn

S n

1.








2206
110

nn
n

an ，








444173
34173

2

2

nnn
nnn

Tn .

2. 32 2  nn .

3.n为偶数， 22
24

5 1
22 

n

n
nnS ； n为奇数， 151   nSS nn

2
1

2 2
4
13

4
5 


n

nn .

4.







 naaaaaf
naaaaf

nn

n

1321

2
321

)1(
)1(


























2

2

2

2
)(

1

21

d
naa

ndn

n
naa

n

n

121
2

2)1(
1

11 







 naa
d

ndnaa
n

nn nfxnxxxxf )
2
1)(12()

2
1(5)

2
1(3

2
1)

2
1()12(53)( 3232  

可求得 nn nf )
2
1)(12()

2
1(3)

2
1( 2   ，∵n为正偶数， 3)

2
1(  f

5.(1)设数列 nb 的公差为 d ，则 1132314  ddbb ，解得 3d  ，数列 nb 为 2,5,8,11,8,5,2，

(2) 4921 cccS  
25492625 )(2 cccc  

  122212 242     321122 2625  67108861.

(3) 51 1002 2 3 (50 1) 149d d     ， ，由题意得
1 2 50d d d， ， ，

是首项为
149

，公差为 3 的等差数列，

50n≤ 时， nn dddS  21
nnnnn

2
301

2
3)3(

2
)1(149 2 




，

当
51 100n≤ ≤

时， nn dddS  21  ndddS  525150

( 50)( 51)3775 2 ( 50) 3
2

n nn  
    

7500
2
299

2
3 2  nn ，
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综上所述，

2

2

3 301 1 50
2 2
3 299 7500 51 100
2 2

n

n n n
S

n n n

  
  


， ≤ ≤ ，

， ≤ ≤ ．

6.（1） 5 55 555 55 5
n

nS     


 
个

5 (9 99 999 99 9)
9

n

    


 
个

2 35[(10 1) (10 1) (10 1) (10 1)]
9

n        

2 35 50 5[10 10 10 10 ] (10 1)
9 81 9

n nn n         ．

（2）∵
1 1 1 1( )

( 2) 2 2n n n n
 

 
，

∴
1 1 1 1 1 1 1 1[(1 ) ( ) ( ) ( )]
2 3 2 4 3 5 2nS n n

        


 1 1 1 1(1 )
2 2 1 2n n

   
 

．

（3）∵
1 1 1

1 ( 1)( 1 )n
n na n n

n n n n n n
 

    
     

∴
1 1 1

2 1 3 2 1nS n n
   

   


( 2 1) ( 3 2) ( 1 )n n        1 1n   ．

（4） 2 32 3 n
nS a a a na     ，

当 1a  时， 1 2 3nS    …
( 1)
2

n nn 
  ，

当 1a  时， 2 32 3nS a a a   … nna ， 2 3 42 3naS a a a   … 1nna  ，

两式相减得 2 3(1 ) na S a a a    …
1 1(1 )

1

n
n n na aa na na

a
 

   


，

∴
2 1

2

( 1)
(1 )

n n

n
na n a aS

a

   



．

(5)∵ 2( 2) 2n n n n   ，

∴原式
2 2 2(1 2 3    …

2 ) 2 (1 2 3n      … )n ( 1)(2 7)
6

n n n 
 ．

（6）设
2 2 2 2sin 1 sin 2 sin 3 sin 89S         ，

又∵ 2 2 2 2sin 89 sin 88 sin 87 sin 1S         ，∴ 2 89S  ，
89
2

S  ．
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7.奇数项组成以 1 1a  为首项，公差为 12的等差数列，

偶数项组成以 2 4a  为首项，公比为 4的等比数列；

当n为奇数时，奇数项有
1

2
n 

项，偶数项有
1

2
n 

项，

∴

1
12

1(1 6 5) 4(1 4 ) ( 1)(3 2) 4(2 1)2
2 1 4 2 3

n
n

n

n n n nS





     

   


，

当n为偶数时，奇数项和偶数项分别有
2
n
项，

∴
2(1 6 5) 4(1 4 ) (3 2) 4(2 1)2

2 1 4 2 3

n
n

n

n n n nS
    

   


，

所以，

1( 1)(3 2) 4(2 1) ( )
2 3

(3 2) 4(2 1) ( )
2 3

n

n n

n n n
S

n n n

   
 

  

为奇数

为偶数

．

8.（1）由题意，

2
1

2
1

1 1 1 11
1 2 1 1 1

n n n n

n n n n

b b b b
b b b b





    
       

，所以 2
1n nb b 

所以 1lg 2 lgn nb b  ，又 1 1
13
2

a b   ，所以数列{lg }nb 是等比数列.

(2)数列{ }nb 的通项公式为

121
2

n

nb


   
 

，

2 11 2 2 2 2 1

1

1 1
2 2

n n
n

n k
k

T b
    



        
   




，

解

2 11 1
2 128

n 
   
 

得 3n  ，所以  1,2,3M 

(3)
   

1

1

1 1 1 2 2

2

2

2 2 2 2 2

11
2 1 2 22 1 1
2 1 2 1 2 1 2 111

2

n

n

n n n n nna





    

          
      

 
2

2 2 2 2 2

2

2 2 2 2 2

1 1 2 1 1 11
2 1 2 1 2 1 2 1 2 1

n

n n n n n



    

        
      

2 1

1 1

1
2

2 2

1 1 1 12 2

12 22 2 2
12 1 11

2

n n

n n
n

n n n n n
n

b
a a a a c

b

 

    

 
 
        

    
 


，所以 1n n na a c  ，

所以 1 1n na a S c   ，因为 1 13, 2 2a c   ,所以 3 2 2n na S   .
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第 13讲 数学归纳法及其应用

1.证明：（1）对 n归纳， 1n  时
2cos cos2 2cos cos2 1cot cot 2

sin sin 2 sin 2 sin 2
x x x xx x
x x x x


     显然成立，

设 1n 时命题成立， n时由归纳假设只需证明：

11 1 1 cot cot 2
sin 2 sin 4 sin 2 sin 2

n
n nx x

x x x x
 

      ．

因为
 2 1

1
2cos 2 cos21 cos2 cot 2

sin 2 sin 2

n n
n n

n n

x x
x x

x x





   ，

则 1 11 1 1 cot cot 2 cos2 cos2 cos cos2
sin 2 sin 4 sin 2

n n n n
n x x x x x x

x x x
          ．

（2）对 n归纳， 1n  时 0 0 显然成立，设 1n 时命题成立， n时由归纳假设只需证明

          221
22

1

1 1 1 2
1

4

n

k

n n n n n n
k n n





    
   ．

上式左边    1
2 1

2
n n

n


   ，右边
          2 21 1 2 1

3 2
4 2

n n n n n
n n n n

  
      ，左边=右边，

故原命题成立．

（3）对 n归纳，我们将定义域延拓为 0n  ， n为整数，可以看出不影响归纳过度．

1n  时命题显然成立，设 1n 时命题成立， n时只需证明：

   tan tan 1
tan 1 tan 1

tan
n n

n n
 

 


 
    ，由

 
 

tan tan 1
tan

1 tan tan 1
n

n
n

 


 
 


 

，

欲证上式右边
 
  

    
    

tan tan 1 tan 11 tan 1
1 tan tan 1

1 tan tan 1 1 tan tan 1
n nn

n n
fn n

  
 

   

    
    

   
=左

边，获证.

2. 3n 时， 321
31

3 2
)(3 aaaaaS 


 ，得 3122 aaa  ，所以 na 是等差数列；

假设当 3,, *  kNkkn 时 ka 是等差数列成立，
 

2
1 k

k
aakS 

 ，则 1 kn 时,

   
22

)1( 111
11

kk
kkk

aakaakSSa 



 

 ，得 11)1( akaak kk   ，又

112 )1( aakka kk   。两式相减得： kkk aaa   212 ， 1ka 是等差数列，

则综上可知 na 是等差数列.
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3.  1
1

2

4

1 



aa
aa ，  1

1
4

6

2 



aa
aa ，  1

1
6

8

3 



aa
aa ，  1

1
8

10

4 



aa
aa ，猜测

)1(
1

2

22







n

n

n aa
aa

证明：当 1n 时，   a
a

aa
aa 1

1
1 2

2

4

1






 ，成立

假设当 kn  时成立，即  1
1

2

22







k

k

k aa
aa ，则当 1 kn 时，有

 
 1

1
1
111

22

42

22

22

11 









 



 k

k

k

k

k
k aa

a
a
aa

a
a

a
aa ，成立。综上可知，

)1(
1

2

22







n

n

n aa
aa

4.由条件得 2
1 1 12 n n n n n nb a a a b b    ， ，由此可得

2 2 3 3 4 46 9 12 16 20 25a b a b a b     ， ， ， ， ， ，猜测 2( 1) ( 1)n na n n b n   ， ．

用数学归纳法证明：

①当 n=1时，由上可得结论成立．

②假设当 n=k时，结论成立，即 2( 1) ( 1)k ka k k b k   ， ，

那么当 n=k+1时，
2

2 22
1 12 2( 1) ( 1) ( 1)( 2) ( 2)k

k k k k
k

aa b a k k k k k b k
b


            ， ．

所以当 n=k+1时，结论也成立．由①②，可知 2( 1) ( 1)n na n n b n  ， 对一切正整数都成立.

5.（1）对 n归纳， 1n  时9 27， 1n 时命题成立， n时只需证明：

   19 7 3 1 7 3 2n nn n   ，而右边    17 21 7 3 2 9 7 2 1n nn n n       被 9整除．

（2）对 n归纳， 1n  时容易验证．设 2m  时成立， n时，因为

          4 24 2 27 2 7 2 7 2 2 7 2 2 2 2 4 4 56 1n n n n n n n n              

    28 1 1 8n n    ，由于 n为奇数，所以  28 1 8n   ，所以上式被 64整除。从而完成了归纳过

程，命题成立．

（3）对 n归纳， 1n  时命题成立，设 1n 时命题成立， n时：

             1 2 1 2 3 2 3 21 2 1 2 1 2 3 3n n n n nx x x x x x x x               ，

用归纳假设命题对 n也成立，故原命题成立.
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6.（1）
1

1n

n
k

a
n k


 ， 2

13
24

a  ， 1
1 1 1 0
2 2 1n na a
n n n    


，故利用归纳可知结论对所有大于 1

的正整数成立．

（2） 1n  是结论成立，设 n时结论成立， 1n  时，

2 1 2 2 1 2

1 1 12 1

1 1 1 1 12 1
2 1 2

n

n

n n n
n

n
k k kk

n
k k k k

 

  


      

    命题对 1n  成立，故原命题成立．

（3） 1n  时结论显然成立，设 1，2。3，…， n时结论成立， 1n  时．

   sin 1 sin cos sin cos sin sin 1 sinn x nx x x nx n x x n x    ≤ ≤ 最后一个不等号用了归纳假

设．于是命题得证．

7.（1）当 1n  时，一个圆把平面分成两部分，此时 2 2 2n n   ，即命题成立．

（2）假设当 n k 是时命题成立，即 k个圆把平面分成 2 2k k  个部分．

（3）那么当 1n k  时，这个圆中的是个圆把平面分成 2 2k k  个部分．第 1k  个圆被前 k个圆分

成 2k条弧，这 2k条弧中的每一条把所在的部分分成了 2个部分，这时共增加了 2k个部分，故 1k 

个圆把平面分成    22 2 2 1 1 2k k k k k        个部分，这说明当 1n k  时命题也成立．

综上所述，对一切 *nN ，命题都成立.

8. 21 a a  ；

9.  2 2 1k  ；

10.
1 1

2 1 2 2n n


 
，

1 1 1
2 1 2 2 1n n n

 
  

11.      1 121 4 9 16 1 1 1 2 3n nn n             

12.错误：证明时未用归纳假设.

修正：
2 2 23 2 ( ) 2 2 ( 1) 2 2k k k k k k k         

2 24 3 4 4 2k k k k k       

13.证：①当 1n  时，等式显然成立；

②假设当 n k 时，等式成立，即
21 3 5 (2 1)k k     

当 1n k  时，
2 21 3 5 (2 1) (2 1) 2 1 ( 1)k k k k k            ，等式也成立；

根据①②，对于任意
*n N ，等式都成立.
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14.(i)当 1n  时, 左边 1 右边, 命题成立;

(ii)假设 ( 1, N )n k k k    时, 命题成立, 即 3 3 3 2 211 2 ( 1)
4

k k k     ,

则当 1n k  时, 3 3 3 3 2 2 311 2 ( 1) ( 1) ( 1)
4

k k k k k         2 21 ( 1) [ 4( 1)]
4
k k k   

2 21 ( 1) ( 2)
4
k k   ，由(i)(ii)可知, 命题对一切 Nn  成立.

15.证：①当 1n  时，
23 1 8  结论显然成立；

②假设当 n k 时，结论成立，即

23 1k  能被 8整除；

当 1n k  时，

2( 1) 2 23 1 9 3 1 9(3 1) 8k k k        显然能被 8整除

结论也成立；

根据①②，对于任意
*n N ，结论都成立.

16.①当 1n  时，结论显然成立；

②假设当 n k 时，结论成立，即
1

( 1)ka k k




当 1n k  时，

2
1 1 1

1 2 2 2( 1) ( 1) ( 1)
k k k k k

k
S S a k a aa
k k k

  


 
  

  
，

则

2 2

1 2

1 1
[( 1) 1] ( 2) ( 1) ( 1)( 2)

k
k

k a ka
k k k k k k k    
      

结论也成立；

根据①②，对于任意
*n N ，结论都成立.

17.证：①当 2n  时，
1 1 7 13
3 4 12 24
   ，不等式显然成立；

②假设当 ( 2)n k k  时，不等式成立，即

1 1 1 13
1 2 2 24k k k
   

 


当 1n k  时，

1 1 1 1 1
( 1) 1 ( 1) 2 ( 1) 1 ( 1) ( 1) 1k k k k k k k k

    
           


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1 1 1 1 1
2 3 2 2 1 2 2k k k k k

     
   



1 1 1 1 1 1 13 1 1 1( )
1 2 2 2 1 2 2 1 24 2 1 2 2 1k k k k k k k k k

          
       



13 1 1
24 2 1 2 2k k

  
 

13 1 13
24 (2 1)(2 2) 24k k

  
 

，不等式也成立；

根据①②，对于任意
*, 2n N n  ，不等式都成立.

第 14讲 数列极限

1. 0；

2. D；

3. 12lim 
 nn
na ， nn

a


lim 存在， 0)2(lim
2
1lim)2

2
1(limlim 

 nnnnnnn
na

n
na

n
a ；

又 12lim 
 nn
na ，

2
1lim 

 nn
na ，

2
1limlim)1(lim 

 nnnnnn
naaan ．

4.
2 *2 3 ,

1, 1

n n N
n

  




5.（1）原式
2
1

2
1lim

2
lim

2
1lim

2
)1(lim 2 







 nn
n

n
n

n
nn

nnnn
；

（2）分子,分母同除以
n)3( ,原式

3
1

)3(lim)
3
2(2lim

1lim)
3
2(lim

)3()
3
2(2

1)
3
2(

lim 
















n

n

n

n

n

n

n

n

n
；

（3） )
12

1
12

1(
2
1

14
1
2 





 nnn

 ，

)
12

11(
2
1)

12
1

12
1

5
1

5
1

3
1

3
11(

2
1










nnn
Sn 

2
1)

12
11(

2
1limlim 




 n
S

nnn
.

(4）原式 01lim)1
1
2

4
3

3
2

2
1(lim 








 nn

n
n
n

nn
 ；

(5）原式 ,
)

5
4

5
4

5
4()

6
5

6
5

6
5(

)
7
6

7
6

7
6()

5
4

5
4

5
4(

lim
22

22

nn

nn

n









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注意: nnn 6
5

6
5

6
5,

7
6

7
6

7
6,

5
4

5
4

5
4

222   分别是等比数列的前 n项和，

故原式

nn

nn

n

6
1

5
1

5
1

7
1

lim






1

01
10

)
6
5(1

1)
7
5(

lim 









 n

n

n

6.   008.008.01.081.0 ,
90
17

1.01
08.01.0 




  0008.0008.001.0801.0 ,
900
17

1.01
008.001.0 




,
9000
178001.0  ……， ,

109
1781000.0

0
n

n 
 

个

原式
81
17

1.01
90
17

109
17

900
17

90
17







  n ．

7.
     22 1 11lim lim 3,

1 1n n

a n a b n bn an b
n n 

     
      


1 0,

3,
a

a b
 

  
解得 1, 4a b   .

8.∵ 22 3nS n n  ，∴ 2n  时，      22
1 2 3 2 1 3 1 4 1n n na S S n n n n n

            ，

 

2

22

2 3 1lim lim
84 1

n
n n

n

S n n
a n 


  


.

9.当 )
4
,0[   时， 0sincos   ，故 1tan0   ，原式 1

01
01

tan1
tan1lim 









 


n

n

n
；

当
4
  时，  cossin  ，故原式 0 ；

当 ]
2
,

4
(   时，  sincos0  ，故 1cot0   ，原式 1

1cot
1cotlim 





 


n

n

n
.




























24
1

4
0

4
01

sincos
sincoslim










nn

nn

n

10(1)设 }{}{ nn ba 、 的公差分别为 21 dd、 ， 232,2 12322  ddaab

又
2
1

)1(2
)1(3limlim

2

1

2

1 




 d

d
dn
dn

b
a

n
n

n
n

, 12 2dd 
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








12

12

2
232

dd
dd










4
2

2

1

d
d

24,12  nbna nn

(2) )
12

1
12

1(
4
1

)24)(12(
11










nnnnba nn



4
1)

12
11(

4
1lim)111(lim

2211





 nbababa n

nn
n



11.依题设
q

S
q

q
S

n

n 







1
2
1

,
1

)1(
2
1

]
11

1
1
1

1
)1([lim

2
1)(lim

2

21 q
n

q
q

q
q

q
qnSSSS

n

nnn 


















)(lim
1

1
2
1 32 n

n
qqqq

q








q
qq

q

n

n 





 1
)1(lim

)1(2
1

2)1(2 q
q




12.解：（1）设 rn为圆 On的半径，则
6
330tan

2
1

1 r ,又 





 30sin
1

1

nn

nn

rr
rr ,

 2
3
1

1   nrr nn ,
12

2
11

  ra ,
9
1

2

11











 n

n

n

n

r
r

a
a

,故 na 是等比数列．

(2)由(1)知 na 的公比
9
1

q ，  
32
3

1
lim 1

21






 q

aaaa nn
.

13.由题意得，第 1个正方形的边长 1 1a  ，第 n个正方形的边长

2 2
1 1 1 1

2 2
n n n n

n n n
A B A Ba A B            

   

2
1

1
2

2 2
n

n
a a

  ， 2n  .

即所有正方形的边长组成的数列为

1
2 1 2 21, , , , , ,
2 2 4 2

n
 

     
 

，

于是所有正方形的周长组成的数列为

1
24,2 2,2, 2, , 4 ,
2

n
 

      
 

，

这是首项为 4、公比为
2
2

的无穷等比数列，故所有的正方形的周长之和 l为
4 8 4 2
21
2

l   


,

所有正方形的面积组成的数列为 1

1 1 1 11, , , , , ,
2 4 8 2n

     ，这是首项为1、公项为
1
2
的无穷等比数列，

故所有的正方形的面积之和 S 为
1 211
2

S  


.
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14. )6()43(3 nnnnnn baybaxba  ，

即 nnnn byxayxba )4()63(3  ，由







14
363

yx
yx

，解得














3
1
3
1

m

x
，

由此 )6(
3
1)43(

3
13 nnnnnn bababa  ，

26
3
1)5(

3
111

3
1)6(

3
1lim)43(

3
1lim)3(lim 

 nnnnnnnnn
bababa

15.（1）
3
1

)
3
1(3

1lim
)1(3

3lim 1 





  nnnn

n

n aa
 ， 1

3
11 



a

，解得 )2,4(a

（2）      

2 2
2

2

55lim 5 lim lim 2,
25 25

n n n

b can an bn c n nn an bn c ca n bn c a n b
n

  

    
     

     

25 0,

5 2,

a

a
b

 
 

 

解得 25, 5a b   .

16.
n

n

n

a
q
a

q
a
q

a
a

2
2
2

2
0
4

16
4

1

2

4

2



























1 2 1 2
2 2

( 1 2 )
1 2 2

2 2

2

2

lg lg lg( )lim lim

lg(2 2 ) lg(2 )lim lim

3lim( lg 2)
2

3 lg 2
2

n n n n

n n

n n n
n n

n n

n

a a a a
n n

n n
n n
n

 

 

  


 



   


 
 


 

 

 



17. na 是以 1 3a  ，公比为 c的等比数列，则
13 n

na c  ，
n

lim
1

1

2
2








n
n

n
n

a
a

＝
n

lim
nn

nn

c
c
32
32 11


 

．

当 c=2时，原式＝
1
4

 ；当ｃ＞2时，原式＝
n

lim
c

c

c
n

n

3)2(2

3)2(

1

1









＝
1
c

 ；
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当 0＜ｃ＜2时，原式=
n

lim
1

1

)
2
(32

)
2
(31









n

n

cc

c

＝
2
1
．

说明：当底数的大小不确定时，应进行分类讨论。

18.当 1q 时， 1naSn  ， 11 )1( anSn  ， 1
1

limlim
1








 n

n
S
S

n
n

n

n
；

当 1q ，
q
qaS
n

n 



1

)1(1 ， 1
1 1

1


 


 n

n

n

n

q
q

S
S

，若 1q ，则
qq

q

q
S
S

n

n

n
n

n

n

1
1

11

limlim
1











；

若 10  q ，则 1
lim1

lim1
lim 1

1





 






 n

n

n

n

n

n
n q

q

S
S

；若 1q ，则
1

lim



n

n
n S

S
不存在．

综上所述，






















.1,

;1,1
;0,11,1

lim
1

时当不存在

时当

时且当

q

q
q

qq

S
S

n

n
n

19. (1) 2)2(8  nn aS ①， 2n ，
2

11 )2(8   nn aS ②

①－②，
2

1
2 )2(448  nnnn aaaa ， 0)2()2( 2

1
2  nn aa ，

0)]2()2[()]2()2[( 11   nnnn aaaa ，

即 0]4[)( 11   nnnn aaaa ，由 ),2,1(0  nan ，得 41  nn aa

在 2)2(8  nn aS 中令 1n ，则
2

11 )2(8  aa 0)2( 2
1  a ，即 21 a

}{ na 是以 2为首项, 4为公差的等差数列. )244)1(2(  nnan

(2) n
n

n ttb )1()1( 4
224




}{ nb 是以 1t 为首项, 1t 为公比的等比数列.

由各项和的定义, 仅当 1|1|0  t 时,各项和存在，即 110  t 21  t

时当 21  t ，
t

t
t
tTnn 








 2

1
)1(1

1lim ，当 2t 时, 极限不存在.

第 16讲 数列综合

1.(1)证明：由题设 1 1(1 ) ( 2)n n na q a qa n    ≥ ，得 1 1( )n n n na a q a a    ， 1 2n nb qb n ， ≥ ．

又 1 2 1 1b a a   ， 0q  ，所以 nb 是首项为 1，公比为 q的等比数列．
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(2)解：由（Ⅰ）， 2 1 1a a  ， 3 2a a q  ，……
2

1 ( 2)n
n na a q n

  ≥ ．

将以上各式相加，得
2

1 1 ( 2)n
na a q q n    … ≥ ．所以当 2n≥ 时，

111 1
1

1.

n

n

q q
a q

n q

 
  

 

， ，

，         

上式对 1n  显然成立．

(3)解：由（Ⅱ），当 1q  时，显然 3a 不是 6a 与 9a 的等差中项，故 1q  ．

由 3 6 9 3a a a a   可得
5 2 2 8q q q q   ，由 0q  得

3 61 1q q   ， ①

整理得
3 2 3( ) 2 0q q   ，解得

3 2q   或
3 1q  （舍去）．于是[来源:Z|xx|k.Com]

3
2q   ．

2 1 1
3

3 ( 1)
1 1

n n n

n n
q q qa a q

q q

  




   

 
，

1 5 1
6

6 (1 )
1 1

n n n

n n
q q qa a q

q q

  




   

 
．

由①可得 3 6n n n na a a a n     *N， ，所以对任意的 n *N ， na 是 3na  与 6na  的等差中项，

故
3 ( 1) ln 2

2n
n nT 

 .

2.(1)证明：由已知，当 2n≥ 时， 2

2 1n

n n n

b
b S S




，又 1 2n nS b b b    ，所以 1
2

1

2( ) 1
( )

n n

n n n n

S S
S S S S








 
，

即 1

1

2( ) 1n n

n n

S S
S S









，所以

1

1 1 1
2n nS S 

  ，又 1 1 1 1S b a   ．所以数列
1

nS
 
 
 

是首项为 1，公差为
1
2

的等差数列．由上可知
1 1 11 ( 1)

2 2n

nn
S


    ，即

2
1nS n




．

所以当 2n≥ 时， 1
2 2 2
1 ( 1)n n nb S S

n n n n     
 

．因此

1 1
2 2

( 1)
n

n
b

n
n n


  

，　　　　 ，

， ．≥

(2)解：设上表中从第三行起，每行的公比都为 q，且 0q  ．

因为
12 131 2 12 78

2


     ，所以表中第 1行至第 12行共含有数列 na 的前 78项，

故 81a 在表中第 13行第三列，因此 2
81 13

4
91

a b q   ．

又 13
2

13 14
b  


，所以 2q  ．记表中第 ( 3)k k≥ 行所有项的和为 S ，

则
(1 ) 2 (1 2 ) 2 (1 2 )( 3)
1 ( 1) 1 2 ( 1)

k k
kkb qS k

q k k k k
 

    
   

 ≥ ．
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3.(1) 3 1

3 1

5 2 5
9 3 3 9

x x d
S x d
   

   
1 1 2x d  ， 2 1nx n  ，

(2)设 }{ nb 的公比为 q，由已知|q|<1，且 q≠0，∴ 1 2lim 16
1 (1 )nn

b bT
q q q

  
 

由于 2 2 1 4b x   所以 4q2－4q+1=0，∴
1

1 , 8
2

q b  ， 1 418 ( ) 2
2

n n
nb

    

∵ 3 2 4
1 2lg lg lg 1 2 lg 2 lg 2 n

n nM b b b g          [(3 2) (4 )]lg 2n    

= 2(7 ) lg 2 7 49lg 2 [( ) ]
2 2 2 4

n n n
    ，

由于
lg 2
2

 <0，所以当 n=3或 n=4时， .2lg62lg)123()( max nM

4.(1)   11
3

f a Q ,   1
3

x

f x     
 

，  1
11
3

a f c c    ,

   2 2 1a f c f c         
2
9

  ,    3
23 2
27

a f c f c            .

又数列 na 成等比数列，
2
2

1
3

4
2 181

2 3 3
27

aa c
a

     


，所以 1c  ；

又公比 2

1

1
3

aq
a

  ，所以

12 1 12
3 3 3

n n

na


         
   

*n N ；

  1 1 1 1n n n n n n n nS S S S S S S S        Q  2n 

又 0nb  , 0nS  , 1 1n nS S    ；

数列 nS 构成一个首相为 1公差为 1的等差数列，  1 1 1nS n n     ，
2

nS n

当 2n  ，  22
1 1 2 1n n nb S S n n n       ； 2 1nb n   ( *n N )；

(2)
1 2 2 3 3 4 1

1 1 1 1
n

n n

T
bb b b b b b b 

    L
 

1 1 1 1
1 3 3 5 5 7 (2 1) 2 1n n

    
     

K

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 11
2 3 2 3 5 2 5 7 2 2 1 2 1n n
                              

K
1 11
2 2 1 2 1

n
n n

      
；

由
1000

2 1 2009n
nT
n

 


得
1000
9

n  ，满足
1000
2009nT  的最小正整数为 112.

5.（1）  12121   nnaaaa nn ，  12)1(121   nnaaa n ，



26

两式相减，得  214  nnan ，  Nnnaa n  14,31

（2）
32

32,
12

32
12
14

12 1 











  n
c

nn
n

n
ac n
n

n ，

nnnn cc
nn

cc 





  11 ,0
32

3
12

3
即 ，

（3）由（2）知 11 c 是数列 nc 中的最小项，

∵ x 时，对于一切自然数 n，都有 0)( xf ，即 n
n c
n
axx 



12

42
，

∴ 14 1
2  cxx ，即 0142  xx ，解之得 3232  xx 或 ，∴取 32  .

6.（1）由题意得， nnn aaS  22 ①， 当 1n 时， 1
2
112 aaa  ，解得 11 a

当 2n 时，有 1
2
112   nnn aaS ②，①式减去②式得， 1

2
1

22   nnnnn aaaaa

于是， 1
2
1

2
  nnnn aaaa ， 111 ))((   nnnnnn aaaaaa

因为 01  nn aa ，所以 11  nn aa ，所以数列 na 是首项为1，公差为1的等差数列

所以 na 的通项公式为 nan  （ *Nn ）

(2)设存在满足条件的正整数m，则
2

1005
2

)1( 2nnn



， 1005

2


n
， 2010n

又 2000{M ， 2002 ，…， 2008 ， 2010 ， 2012 ，…， 2998 }，

所以 2010m ， 2012 ，…， 2998 均满足条件，它们组成首项为 2010 ，公差为 2的等差数列

设共有 k个满足条件的正整数，则 2998)1(22010  k ，解得 495k

所以，M 中满足条件的正整数m 存在，共有 495个，m的最小值为 2010

(3)设
n

n S
u 1

 ，即
)1(

2



nn

un ，则
)1(

2
32

2
21

2
21 








nn

uuu n 



































 






 

1
112

1
11

3
1

2
1

2
112

nnn
 ，

其极限存在，且   2
1

112limlim 21 


















 n
uuu

nnn

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注：
n

n S
cu  （ c为非零常数），

1

2
1 











n
Sc

n

n

u （ c为非零常数），

1


 n
Sc

n

n

qu （ c为非零常数， 1||0  q ）等都能使  nn
uuu 


21lim 存在．

7.（1）∵ 321 ,, aaa 成等差数列，∴ 3122 aaa  。又∵ 15321  aaa ，∴ 52 a 。

又∵ 654 ,, aaa 成等比数列，∴ 64
2

5 aaa  。又∵ 27654 aaa ，∴ 35 a 。

由 nn aa 6 知 na 是以 6为周期的数列，∴ 528  aa 。

（2）   405
2
1101

252302299852101 


 aaaaaaaaS 

8.(1)由 f f( ) ( )0 2 0 ，得 f ( )0 0 ，由 f f( ) ( )1 2 1
2

 及 f ( )1 1 ，得 f f( ) ( )1
2

1
2

1 1
2

  ，

同理， f f( ) ( )1
4

1
2

1
2 4

 

，归纳得 f ii i( ) ( , , )1

2
1
2

1 2   ；

(2)当
1
2

1
2 1i ix   时， f x k xi i( ) ( )   

1
2

1
21 1 ，

a ki i i i i i i       

1
2

1
2

1
2

1
2

1
2

1
2

1
21 1 1 1[ ( )]( )  


( ) ( , , )1

4 2
1 22 1

k ii  ，

所以{ }an 是首项为
1
2
1

4
( )

k
，公比为

1
4
的等比数列，

所以 S k a a a

k
k

n n( ) lim( )
( )

( )    



 

 1 2

1
2
1

4

1 1
4

2
3
1

4
 ,

S k( )的定义域为0  k 1，当 k  1时取得最小值
1
2
.

9.(1)
1

na n
 ，

1 1 1
1 ( 1)nb n n n n


   

 
，显然有 1n nb b  ，  nA 是T 点列.

(2)在△ 1 2k k kA A A  中，    1 1 1 2 2 11, , 1,k k k k k k k kA A a a A A a a         
 

，

   1 1 2 2 1 11k k k k k k k kA A A A a a a a          
 

， 点 2A 在点 1A的右上方， 1 2 1 0b a a    ，

 nA 为T 点列， 1 0nb b   ，   2 1 1 1 0k k k k k ka a a a b b         ，

则 1 1 2 0k k k kA A A A   
 

， 1 2k k kA A A  为钝角， △ 1 2k k kA A A  为钝角三角形.

10. 110；

11. 820；



28

12. B；

13. B；

14. C；

15. C；

16.(1)由已知条件得: ,又 , ,所以数列 的通项或 (2)

若 , ,不存在这样的正整数 ;

若 , ,不存在这样的正整数 .

17.(1) nnOAOAn  22)1(1 ， ),( nnAn

(2) 1
11 )

2
1(5

2
1 

  n
nnnn BBBB ，

])
2
1(3[5])

2
1(

2
11[55 22

1211


  nn
nnn BBBBOBOB 

 ))
2
1(6,)

2
1(3( 32   nn

nB

(3)
3
1

211
12tan 11 



  nn OBA ，
10
10sin 11   nn OBA ，

n

nn

nnnnnn

n

nn

OBAOBOAOBOAnS

)
2
1)(1(

2
3

)])
2
1(3(52))

2
1(3(52)1[(

20
10

sin][
2
1)(

21

1111











 n

nnSnS
2
3)1()( 

 ， 4n 时 )(nS 单调递减，又
2
3)1( S ，

16
27)4()3(

4
7)2(  SSS ．

 2n 或3时， )(nS 取得最大值
4
7
.

18.(1)（法一）在 2
2 1n na S  中，令 1n ， 2n ，得











,

,

3
2

2

1
2

1

Sa

Sa
即










,33)(

,

1
2

1

1
2

1

dada

aa

解得 11 a ， 2d ， 2 1na n   ，又 2 1na n  时， 2
nS n 满足 2

2 1n na S  ， 2 1na n  

1

1 1 1 1 1( )
(2 1)(2 1) 2 2 1 2 1n

n n

b
a a n n n n

   
   

 ，
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1 1 1 1 1 1(1 )
2 3 3 5 2 1 2 1 2 1n

nT
n n n

        
  

 .

(2)①当 n为偶数时，要使不等式 8 ( 1)nnT n     恒成立，即需不等式

( 8)(2 1) 82 17n n n
n n

  
    恒成立，

82 8n
n

  ，等号在 2n  时取得，此时 需满足 25  ，

②当 n为奇数时，要使不等式 8 ( 1)nnT n     恒成立，即需不等式

( 8)(2 1) 82 15n n n
n n

  
    恒成立，

82n
n

 是随 n的增大而增大， 1n  时
82n
n

 取得最

小值 6 ，此时 需满足 21   ，综合①、②可得 的取值范围是 21   .

(3) 1
1 , ,
3 2 1 2 1m n

m nT T T
m n

  
 

，若 1, ,m nT T T 成等比数列，则 2 1( ) ( )
2 1 3 2 1
m n
m n


 

，

即
2

24 4 1 6 3
m n

m m n


  
，由

2

24 4 1 6 3
m n

m m n


  
，可得

2

2

3 2 4 1 0m m
n m

  
  ，即

22 4 1 0m m    ，


6 61 1
2 2

m    ，又mN，且 1m  ，所以 2m  ，此时 12n  ，

因此，当且仅当 2m  ， 12n  时，数列 nT 中的 1, ,m nT T T 成等比数列.

http://www.ks5u.com/

	修正：
	②假设当时，等式成立，即
	当时，
	根据①②，对于任意，等式都成立.
	15.证：①当时，
	②假设当时，结论成立，即
	能被8整除；
	当时，
	显然能被8整除
	结论也成立；
	根据①②，对于任意，结论都成立.
	16.①当时，结论显然成立；
	②假设当时，结论成立，即
	当时，
	则结论也成立；
	根据①②，对于任意，结论都成立.
	②假设当时，不等式成立，即
	当时，

